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Sta ¢emo uditi u okviru ovog predavanja?

U okviru ovog predavanja udicete:
* Geometrija inzenjerskih objekata
* Analiticka geometrija inZenjerskih objekata
* Analiticka razrada geometrije objekata - racunanje koordinata
* Geometrija linijskih - infrastrukturnih objekata:
» Geometrija objekta u horizontalnom smislu

» Geometrija objekta u visinskom smisli

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Sta ¢emo uditi u okviru ovog predavanja?

Svaki inzenjerski objekat ima nosedi sistem koji se naziva konstrukcija objekta i sastoji se
od delova koje nazivamo konstruktivnim elementima. Konstruktivni elementi objekata
mogu biti:

* linijski konstruktivni elementi - linijski nosac, sStap, greda, stub, konzola;

* povrsinski konstruktivni elementi - ravanska resetka, ram u ravni, ploca i slicno;

» prostorni konstruktivni elementi — prostorna resetka i ram, ljuska i elementi u obliku
drugih geometrijskih tela.

Konstruktivne elemente moguce je aproksimirati jednostavnim geometrijskim elementima ili figurama
(tackama, pravama, ravnima, osnovnim telima) . Skup tih geometrijskih elemenata ¢ini jednu celinu, tzv.

GEOMETRUIJU OBJEKTA.
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Analiticka razrada geometrije inzenjerskih objekata

Pod analitickom razradom geometrije inzenjerskih objekata podrazumevamo primenu analiticke geometrije
(koordinatne geometrije) u cilju izracunavanja koordinata karakteristicnih tacaka geometrije objekta. Preduslov
za to je poznavanje pozicije objekta u usvojenom koordinatnom sistemu. Za inzenjerske objekte to je najc¢esce

pravougli Kartezijanski koordinatni sistem (X, Y, Z) ili (Easting, Northing, Height).

Odredivanje pozicije objekta u usvojenom koordinatnom sistemu podrazumeva odredivanje prostornih odnosa

objekta i usvojene referentne geodetske mreze objekta (povezivanje objekta i geodetske mreze).

Projektovanje objekta se vrsi na prethodno geo-referenciranim digitalnim geodetskim planovima. Ostvarivanjem
veze izmedu koordinatnog sistema mreze i projekta obezbeduje se pozicija objekta u odnosu na geodetsku

mrezu.
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Geometrija inzenjerskih objekata

Matematicki — geometrijski opis objekta u koordinatnom sistemu omogucava nam da:

* lzradunamo koordinate karakteristicnih tacaka objekta. Dobijene koordinate tacaka mogu se koristiti za
obelezavanije ili za uporedenje stvarnog i projektovanog stanja.

* lzradunamo povrsine. Tipi¢ni primeri su povrsine poprecnih preseka, zidova, fasada, betonskih elemenata
itd.).

* lzracunamo kubature. Najcesce su to kubature iskopa i nasipa.

* KontroliSemo geometriju - odredimo odstupanja realnog objekta od idealizovane geometrije. Tipi¢ni primeri
su vertikalnost ose stuba, odstupanje horizontalne ose od projektovane, devijacija zida od ravni,

« Simplifikujemo objekat radi analize, vizualizacije i obrade podataka.
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Geometrija inzenjerskih objekata - ose objekta

Najosnovnvija aproksimacija geometrije konstruktivnog sistema, odnosno poloZaja i rasporeda (medusobnog
odnosa) konstruktivnih elemenata (nosedi zidovi, stubovi, grede) ostvaruje se kroz mrezu osa objekta. MrezZa osa
objekta obezbeduje sistematican okvir za projektovanje, planiranje gradnje i za razumevanje konstrukcije nekog
objekta. Ose objekta sluze kao univerzalni koordinatni sistem za projektovanje (koordinaciju svih projektnih
crteza), izvodenje, i unapredenje komunikacije izmedu ucesnika. Karakteristi¢ni konstruktivni elementi, poput
stubova i nosecih zidova, postavljaju se na ose objekta ili u njihov presek, sto omogucava precizno i jednoznacno
pozicioniranje. U tom smislu, mreza osa objekta obezbeduje koordinaciju i konzistentnost. Isti mrezni sistem se
koristi na svim crteZima (crteZu temelja, osnova spratova, presecima itd.). Ose objekta najcesce prolaze kroz
sredista konstruktivnih elemenata ili se poklapaju sa spoljaSnjom linijom zidova ili stubova. Mreza osa objekta
definiSe osnovne dimenzije objekta i sluzi kao osnova za odredivanje polozaja ostalih, nekonstruktivnih

elemenata (pregradni zidovi, otvori, instalacije).
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Geometrija inzenjerskih objekata
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Geometrija inzenjerskih objekata
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Geometrija inzenjerskih objekata

Koordinate karakteristicnih tacaka objekta odreduju se na osnovu koordinata i kota tacaka

geodetske mreze objekta i formula za:
* racunanje koordinata tacaka na liniji i upravnoj;

* racunanje koordinata tacke na preseku dva pravca;

* racunanje koordinata tacaka u preseku linije i kruznice;

* racunanje koordinata ta¢aka u preseku dve kruznice;
* racunanje koordinata ta¢aka na kruznoj liniji;

* fjslicno.
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Racunanje koordinata tacaka

A(Y ;X0

Dato: Yy, X4, Vg, Xp, d;, a;, Ha, A

Nepoznato: Yp , Xp,, Hp,.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Yo, =Y, +d; sin(v:i)

_— P
A(Hx) _— AhAI
| -

Ha Hpi

Pi _ . B
Yp =Y,

B
vy = arctg(———
! Xp — Xy

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata
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Racunanje koordinata tacaka na pravcu

Dato: YA,XA, YB,XB, dl'
Nepoznato: Y;, X;.

Resenje:

Y; =Y, +d; - sin(v})

X, =X, +d; - cos(v}) é«\ I(YZQ X:Q)
s }

Kontrola racunanja:
A (Y X,)

Yl = YB + (d — dl) . Sin(Vé)
X, =Xp + (d —d;) - cos(vf)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Predavanje

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Racunanje koordinata tacaka na pravcu

Dato: YA; XA; YB; XB; dl. B(Y < ) Dato: YA, XA, YB,XB, dl, dz, d3, d4_. B(YB,XB)
NepoznatO: Y1; X1- Nepoznato: Yl! Xl! Yz, Xz, Y3,X3, Y4_, X4,- &\ A d-(d,+d,+d,+d)
)\
3 \/ P
. 4
Resenje: y
Y; =Y, +d; - sin(v}) N Y.X) &
X, =X, +dy - cos(v®) A (Y X)) \\‘//
Resenje:
\
_ B
Kontrola ra¢unanja: Y=Y, + z d; - sin(vy)
Yl =YB+(d_d1)'Sin(Vé) Pl = 1:---;4
X, =Xp + (d —d;) - cos(vf) X, =X, + z cos(vA)
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Racunanje koordinata ta¢aka na linijama upravnim na definisani pravac

Dato: Y;llXA! YB'XBI dl! dz, vy d7.
Nepoznato: Y, X1, Y5, X5, ..., Y7, X5

Koordinate tacaka 1, 3 i 6 se racunaju
na osnovu formula koje su prikazane
na prethodnim slajdovima.

YZ = Y]_ + dz . Sin(VE — 900)
X, = X1 + d, - cos(vf —907) A (Y,0X,)

Ys = Y5 + ds - sin(v§ + 90°)
Xs = X + ds - cos(v§ +90°)
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Racunanje koordinata tacke na preseku dva pravca - presek pravaca napred

Dato: YA, XA, YB,XB, da1, ‘831.
Nepoznato: Y;, X;

1 (Y=2, X=2)

Resenje: Kontrola racunanja:
Y1 = YA + dAl . Sin(VE + aA]_) Yl = YB + dBl . Sin(Vﬁ1 - ﬁBl)
X1 =X, +dyq - cos(V] + auq) X, = Xp +dp; - cos(v§ — Bp1)
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Racunanje koordinata ta¢aka na linijama upravnim na definisani pravac

Dato: YA, XA, YB,XB, aAl,’BBl.
Nepoznato: Y;, X;.

Sinusna teorema:

daB _ dai _ dp1
sin(180°—aa1—PBp1)  sin(Bp1)  sin(aay)’

_ dAB . .
dAl - Sin(18oo_aA1_ﬁB1) Sln(ﬂBl),

do. = dap o
B1 = sin(ota1)-

sin(1800—aA1—ﬁ31)
Resenje:
Y1 = YA + dAl . Sin(VE + (XA]_)

X1 = XA + dAl . COS(VE + aAl)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Kontrola racunanija:
Yl = YB + dBl . Sin(Vg1 — ﬁBl)

X1 = Xp +dpy - cos(Vf — Br1)

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata
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Racunanje koordinata tacke na preseku dva pravca - presek pravaca napred

Dato: YA,XA, YBIXB' Yc,Xc, YDIXD'
Nepoznato: Y3, X;

Resavanje trougla AC1:

D _Cp_ A _ B
a=vy —Vi,B=vi—ve,

dac dar  dca

sin(180° —a — B) _sin(f)  sin(a)

_ dAC i
da1 = sin(180°—a—p) sin(4)

3 dac
dey = :
sin(180 —a — pB)

- sin(a)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

D (YD>XD)

1(Y=?2, X=)

dac
B (YBaXB)
A (Y-\pXA)
Y, = Y, + d¢q - sin(vE) Y; =Yy +dyy - sin(vg)
X, =X +dcq - cos(vl) X1 = X4 +dyq - cos(vy)
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Racunanje koordinata tacaka na preseku prave linije i

Dato: Yy, X4, Ys, X5, Yc, Xc, R.
Nepoznato: Y;, X1, Y5, X,

Resavanje trougla ACt:
d=(Yc—Y)*+Xc —X0)?, R=dg
tA=a=v5—vE,21=04,4C =y,

R d  dgy .
sin(a)  sin(B)  sin(y)
f = arcsin (d Si;(“)),

Y; =Y, +dyq - sin(v?

y = 180" — a — B,ds = - sin(y)

sin(a) X, =X, +dyq - cos(v)
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Racunanje koordinata tacaka na preseku dve kruznice - lucni presek

Dato: YCl’Xcl’ YCZ’XCZ’ Rl, Rz.
Nepoznato: Y;, X1, Y5, X,

Resavanje trougla C; 1C5:

d = \/(Ycl — Y, )%+ (X, — Xc,)%

20 =a,21 =(,2C, =,
R3 = d? + R? — 2dR, cos(a),

d?+R%—R}
= a = arccos(————2).
2dR,

Yi =Y, +Ry- sin(vccl2 + a)
Kosinusna teorema:

a2 =b2 +C2_2bC°COS(a) Xl :X61+R1.Cos(vcclz +a)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Geometrija infrastrukturnih linijskih objekata
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Geometrija infrastrukturnih linijskih objekata

=

, Mid: 21+627.50

224200,

PT:22+182.69

Q
=
S

~

) "’%r_e
% e*lq, Mid: 22+867.81
% s : 0
% 5 - .
,;\'.5 A S 3
S 0
g s %
Q A 0 Q
W AR -
N B3R
« e Y
O
o o
o 7
3 &
a <
2
5
o~
2

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata IR E el 1

Predavanje



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Elementi horizontalne trase ose objekta

Prva aproksimacija linijskog infrastrukturnog objekta u horizontalnom smislu je osa objekta. Osa
objektka je prostorna linija u horizontalnoj ravni koja predstavlja trasu objekta. Najcesce je to
sredisSnja linija objekta.

Karakteristicni elementi ose su:

* Tangentni pravci - pravci koji definisu trasu izmedu krivina kao i tangente krivina u pocetnim i
krajnjim tackama

* Krivine - Krivine povezuju dva tangentna pravca i obezbeduju promenu pravca

» Stacionaza - horizontalno rastojanje neke tacke na trasi, mereno od pocetka trase duz trase.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. Inzenierokalgeodezijat
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Geometrija infrastrukturnih linijskih objekata
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Tipovi krivina - kruzna krivina

Horizontalna kruzna krivina je geometrijski element koji na C>a

najjednostavniji nac¢in omogucava prilagodavanje trase puta i 2

terenu kroz koji prolazi.
Klju¢ne osobine horizontalne kruzne krivine:
* konstantna zakrivljenost C = 1/R;

 centralni ugao jednak je skretnom uglu;

* ugao izmedu tangente i tetive jednak je polovini Q? i

centralnog ugla.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Tipovi krivina: Slozena - kruzna krivina

R,=R;

4,
Y
0,
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Tipovi krivina: Obrnuta kruzna krivina - S krivina

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Tipovi krivina: Krivina sa prelaznicom (prelaznom krivinom)

A’ A
Straight
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Tipovi krivina: Krivina sa prelaznicom (prelaznom krivinom)

Straight
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Geometrija kruzne krivine — karakteristicne tacke

PK - pocetak krivine
SK - sredina krivine
KK - kraj krivine

O - centar krivine

R - poluprecnik kruznog luka

a — skretni (centralni) ugao

Tha Tnn

f - prelomni ugao
T g - tangenta

b - bisektrisa

L - duzina kruznog luka

t — tetiva

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Geometrija kruzne krivine - glavni elementi

+1 Tn

Dato: R, a = V;Z — Vg Tg=R-tg (g)

Nepoznato: Tg, b, L, t.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Geometrija kruzne krivine - racunanje koordinate glavnih tacaka

Dato: YTn—l’ XTn—l’ YTn’ XTn’ YTn+1’ XTn+1'

NepoznatO: YPK'XPK' YSK' XSK' YKK'XKK' Yo,Xo.

Yok =Yr, +Tg - sm( Tn— 1) vk =vi, =vT”+1+'B/

Xpk =Xr, +Tg - cos( "1) p=180 —a

Ysp =Yp, +b- sin(v%’f)

Ykk =Yr, +Tg - sm( n“)
Xsi = Xr, + b - cos(viK)

Xgx = XTn +Tg - cos (an+1) Y, = YTn +(R+Db)- sin(vgn)

T Tnss Xo = Xr, + (R+b)-cos(v)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Predavanje

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata


mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Geometrija kruzne krivine — racunanje detaljnih tacaka na osnovu duzine luka

Dato: R, a, Tg, b, L, t, YPK’ XPK' veny Yo,Xo.

Nepoznato: Y3, X;, Y5, X5, ..., ¥}, X,

Duzina luka [ se usvaja. Opsti oblik:
180° - 1 Y, =Y, +R: sin(ng -+ Z§-=1w]~)
w1 = Wy = R-1

X; =Xo+R-cos(v§¥ + X', w))
Y, =Y, + R -sin(vEK + w,)

X1 =Xo+R- cos(ng + wl)
Y,=Y,+R- sin(ng + w, + a)z)

Xo=Xo+R- cos(ng + w, + wz)

Tn_ 1 Tn+1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Geometrija kruzne krivine — racunanje detaljnih u lokalnom koordinatnom sistemu

Dato: R, a.

Nepoznato: yi, X1, Y2, X2, --) Yn, Xn. Duzina luka [ se usvaja. Opéti oblik:
o, = 180° - I x; =R -sin(T}_; w;)
R-m

x1 = R - sin(w,) yi = R - (1= cos(¥j-; wy))

y1 =R —R - cos(wq)
y1 =R (1 —cos(wq))

Tn. 1 Tn+1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1
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Geometrija kruzne krivine- racunanje detaljnih tacaka na osnovu strele luka

Dato: R, a, Tg, b, L, t, YPK'XPKI vy Yo,X0.

Nepoznato: Y, X1, Y5, X5, ..., Y, Xy

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Tnn

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata

Duzina strele luka s se usvaja. Opsti oblik:

(t—l)z = R*— (R —5)* Yi=Yo+R- sin(ng + Z§'=1wf)
> .
X; =Xo+R-cos(vs¥ + X', w))

t; =2-yR2— (R —s)2

. (bt
w1 = 2 - acrsin (ﬁ)

Y, =Y, + R -sin(vEK + w,)

X1 =Xo+R- cos(ng + wl)

InZenjerska geodezija 1
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PRELAZNE KRIVINE

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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PRELAZNE KRIVINE

* Prilikom kretanja vozila, usled prelaza iz pravca u krivinu na
vozilo deluje centrifugalna sila.

* U cilju redukcije uticaja centrifugalne sile potrebno je
postepeno smanjivati polupracnik krivine pomo¢u
odgovarajucih prelaznih krivina.

* Prelazna krivina je je kriva linija koja poluprecnik
zakrivljenosti postepeno smanjuje od vrednosti
beskonacnosti do vrednosti poluprecnika u delu kruzne
krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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USLOVI PRELAZNIH KRIVINA

Matematicki oblik prelazne krivine treba da zadovolji Q g{' =const.

sledece uslove: & =Sin€=¢

* linearna promena zakrivljenosti, tj. postepena promena € R= %
poluprecnika; s g «

* luk kruzne i prelazne krivine treba da ima zajednicku
tangentu u dodirnoj tacki;

* pri konstantnoj brzini vozila brzina okretanja prednjih

tockova treba da bude konstantna (de/dt = const.).

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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VRSTE PRELAZNIH KRIVINA

Prelaznice sa pravolinijskim diagramom zakrivljenosti Prelaznice sa krivolinijskim diagramom zakrivljenosti
KP
= s t -
| i SE~ e
! PP 2 !
T . {2 cxgi g T i r
‘ | ugao okretanja prednjih i
= : = i tockova i
| ugao okretanja predmjih | i !
| tofkova I ! 1
B— _lE. : brzina —%Eére_kt;e?—pmﬁiﬁ !
_.[ _________ _...:_._L_ !
| brzina okretanja prednjih } e |
i tockova i ! SRR k‘ ______ '
| IKP ' -
- ; : ubrzanje okretanja pred. H
' | totkova KP
|

|
® o eR !
__________ B gElJ : J.‘
e/ o S e 2

- - - 1
linija zakrivijenosti prelaz.
krivine

L
linija zakrivljenosti prelaz. kri?ine

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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VRSTE PRELAZNIH KRIVINA

Poluprecnik zakrivljenosti prelaznice se od vrednosti p = oo do vrednosti p = R moze menjati srazmerno
luénoj duzini krive, apscisi ili tetivi. Prema tome imamo tri vrste prelaznih ktivina:

« Klotoida

R-L=C
* Kubna parabola
R-1,=C
* Lemniskata
R-t=C
» L -duzina luka do posmatrane tacke :j;':;’:jfta

» Ix - duzina luka do posmatrane tacke
projektovana na glavnu tangentu - tj. apscisa
posmatrane tacke

> t-tetiva

» R - poluprecnik

kubna parabola

>
P

X

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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NADVISENJE SPOLJNE IVICE PUTA - VITOPERENJE

* Nagib krivine (vitoperenje - superelevacija) obi¢no

treba da uravnotezi samo 45% radijalne sile P.

* U ruralnim podrudjima, nagib krivine ne bi trebalo da

Superelevation 4
(SE)

prelazi 7% (priblizno 1:14,5) i, gde god je moguce,

A

! Radius = R_
j (to centre ine) radijusi bi trebalo da se biraju tako da nagib ostane
« : .
) unutar poZeljne vrednosti od 5% (1:20).
mvZ /R v*
tan o = — * U urbanim podrucjima sa raskrsnicama u nivou i
ms 8R bocnim prilazima, nagib krivine treba ograniciti na 5%.
SE = B tan o * Minimalno dozvoljena vrednost nagiba krivine, radi

, obezbedenja drenaze, iznosi 2,5% (1:40)

maximum theoretical SE = (Bl;{} where visin m s-1
&

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

* Jednacina klotoide obi¢no se prikazuje u parametarskom obliku:
« R-L=C =A%
gde je A linearni parametar koji definise veli¢inu klotoide.

* Proizvod duzine luka i poluprecnika klotoide konstantan je u svakoj tacki.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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GLAVNI ELEMENTI KLOTOIDE

* R - poluprecnik kruznog luka
* L - duzina luka krive

* [, - apscisa tacke KP

* vy, - ordinata tacke KP

* d - udaljenost PP od teorijskog pocetka kruzne
krivine.

* AR - kruzni pomak
* e -veli¢ina subtangente

* 7, -ugao izmedu tangente u tacki KP i glavne
tangente

* w; - ugao izmedu tangente i tetive

* (@, -ugao izmedu tangente u tacki KP i tetive

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

Ukoliko pretpostavimo da je rastojanje izmedu tacka M i N na klotoidi dovoljno
malo da je poluprecnik krivine p u obe tacke isti, moze se napisati sledece:

1% T+dt o
dl=p-dr,p-l=C = dT:Edl =>T=%+C0n5t. T Tangenta u ta¢ki M
y / Tangenta u tacki N
Upotrebom granicnih uslova dobija se: b '
[l=0,T=0= const =0, — w o| o
12 L2 L dt

T = ﬁ, T = ﬁ = E .

* [ - rastojanje od posmatrane tacke do pocetka krivine

* p — poluprecnik krivine u proizvoljnoj tacki

* 7 - ugao izmedu glavne tangente i tangente u proizvoljnoj tacki krive

* Bududi da su tacke M i N na veoma malom rastojanju moze se pretpostaviti da je p ima istu vrednost u obe

tacke (M i N).

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

Bududi da su tacke M i N veoma bliske, moze se pretpostaviti da je duzina luka
dl jednaka duzini tetive izmedu tacaka M i N, na osnovu ¢ega se mogu napisati
slededi izrazi:

dx = dl - cos(1), dy = dl - sin(1),

odnosno

X = fcos(r) dl, y = jsin(r) dl.

Razvojem u red trigonometrijskih funkcija pod integralom i reSavanjem
integrala dobijaju se odgovarajudi izrazi za racunanje pravouglih koordinata
tacaka klotoide.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

Elementi klotoide odreduje se pomocu sledecih formula:

I.=1L-|1 - L2+1 LY’
x 10 \2R 216 \2R ’

S P A S AN
Y1~ 6R 14 \2R) ' 440 \2R ’
L (L 1807\
T1=ﬁ:(2R‘ a ) AR =y, — (R = R - cos(),

e =y -ctg(ry), d =1, —R-sin(t;),
w; = arctg(y, /1), 180" —w; —¢; =180 — 17, = ¢, = 1, — w;,.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

Pravougle koordinate tacke i na proizvoljnoj udaljenosti L; od pocetka
klotoide racunaju se na slededi nacin:

ooy, sy
i = 10 \2¢/) T 216 \2C :

.=L_i3. 1_i. L_%2+ 1 . L% —_— eee
Yi=6C 124 \2¢) Taa0 \2C '

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

Klotoida kao prelazna krivina moze se pojaviti u slede¢im slucajevima:
* uzastopna prelazna krivina izmedu dva pravca;

* prelazna krivina izmedu pravca i kruznog luka;

* prelazna krivina izmedu dva kruga istih smerova;

* prelazna krivina izmedu dva kruga suprotnih smerova.

Klotoida se pojavljuje u nekoliko razlicitih oblika:

» simetri¢na prelazna krivina oblika klotoide;

* asimetricna prelazna krivina oblika klotoide;

* temena simetri¢na prelazna krivina oblika klotoide;

* temena asimetri¢na prelazna krivina oblika klotoide.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA PRELAZNA KRIVINA OBLIKA KLOTOIDE

Tt =T =T
a > ZTl
Dato: R, L, a.

Nepoznato: [, y;,d, AR,
e 1, w, QDl,ﬁ, b, Tg, D.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA PRELAZNA KRIVINA OBLIKA KLOTOIDE

Elementi klotoide: [, y;,d, AR, e, T}, w;, ¢; odreduju
se na osnovu prethodno prikazanih formula.

Nakon toga, odreduju se slededi elementi:

Tg = (R + AR) -tg(%) +d,

_ R + AR
" ()

D=R-m-

— R, =180" —q,

a — 2Tl
180°

+ 2L.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA

Dato: Yy, X7 ., Yr,Xr, Yy, ,Xr , iglavni elementiprelazne krivine.

Nepoznato: Yppy, , Xppk,, Ykpk,» Xkpky) Yeki: XpkKs -+ Yipk, XkPKy) Yo, X0

Yppk, = Yr, + Tg - sin (VTZ 1)» Xppg, = X1, + Tg - cos (VTZ 1)
Ykpk, = Y, + Tg - sin (VTT:ZH) , Xxpx, = X1, +Tg - cos (VTZH)
Ysx =Yg, + b -sin (v;:ll-l +5/2), Xex = Xp, +b- COS( L +ﬁ/2)

Yo =Yg, +(R+b)-sin(vi"™ +B/2),Xo = Xp, + (R +b) - cos (v + /2)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA

Dato: Yy, X7 ., Yr,Xr, Yy, ,Xr , iglavni elementiprelazne krivine.

Nepoznato: Yppy, , Xppk,, Ykpk,» Xkpky) Yeki: XpkKs -+ Yipk, XkPKy) Yo, X0

Yepk, = Ypgx = Yr, + (Tg — L) - sin (v;;’l“l) + y; - sin (v;:_l — 90°)
Xkpk, = Xpkx = X1, + (Tg — ;) - cos (v;;’l“l) + y; - cos (v;:_l — 90°)

. (T . (. Ty o
Yppk, = Yk = Yr, + (Tg — L) - sin (an“) + y; - sin (anH + 90 )

o~

Th n °
Xppk, = Xk = X1, + (Tg — ;) - cos (an“) + y; - cos (V"Il:n+1 + 90 )

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA

Dato:Yr. ,Xr _,Yr,Xr,Yr ., Xr ., glavni elementiikoordinate glavnih

tacaka simetricne prelazne krivine oblika klotoide.
NepoznatO: Yl' Xz, Yz,Xz, “ery YTU XTL’

Pravougle koordinate, odnosno apscise x; i ordinate y;, detaljnih tacaka
odreduju se na osnovu prethodno prikazanih formula.

Y = Yppg, + x; * sin (VTT:Z-J + y; - sin (V;:—l — 90°)

Xi = Xppg, + x; * cOS (VTT:Z-J + y; - cos (vg’z_l — 900)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ASIMETRICNA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

* Duzine prelaznih krivina su razliCite, L; # L-.

* Postoji kruzni luk duzine b izmedu prelaznih
krivina.

* Vrednost skretnog ugla y veca je od zbira7; + 7,
(T1 # 72).

Dato: R, L4,L5,7.

Nepoznato: elementi klotoide za oba luka, koordinate

glavnih i detaljnih tac¢aka krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA TEMENA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

Duzine prelaznih krivinasuiste, L; = L, = L.

Kruzni luk izmedu prelaznih krivina ne postoji.

Vrednost skretnog ugla y iznosi 27 (7, = 7, = 7).

Dato: R,, L, y.

Nepoznato: elementi klotoide, koordinate glavnih i

detaljnih ta¢aka krivine. \"?’;\/*—\/

J
&
T
Fd
5
LT
"""-.._. e e

-

a
A
+

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ASIMETRICNA TEMENA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

* Duzine prelaznih krivina su razliCite, L, # L.

* Kruzni luk izmedu prelaznih krivina ne postoji.

* Vrednost skretnog ugla y jednaka je zbiru 7; + 7, (11 # 73)-

z’

|

Dato: R, Ll’ Lz, Y.

Nepoznato: elementi klotoide za oba luka,

fa‘\&

koordinate glavnih i detaljnih ta¢aka krivine.

8 KPK

PPK /

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

Za razliku od klotoide, kubna parabola nije prava spirala i zbog toga se ne moze uvek koristiti. Medutim,
ona vrlo blisko aproksimira spiralu u odredenom opsegu, a prednost njenog jednostavnijeg izraza u
odnosu na klotoidu, koji olakSava proracune, dovela je do njene Siroke primene. U praksi, za duZine na

kojima se obicno koristi, moze se smatrati identicnom klotoidi, Cije su formule izvedene uz odredene
pretpostavke.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

»Jednacina kubne parabole 1zvodi se 1z jednacine klotoide
uvodenjem sledec¢ih aproksimacija:

cos(t) = 1, sin(t) = 1.

»Na osnovu navedenog moze se napisati

xzfcos(r)dlzfldlzl,

[? I3 x3
y = fsm(r)dl = frdl = fﬁdl = RL = IR

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

»Sa porastom duzine kubne parabole, povecava se
vrednost ugla 7, tako da ova aproksimacija dovodi do
neprihvatljivog odstupanja sracunate vrednosti ordinate
y; na kraju prelazne krivine.

»Shodno tome, u praksi se koristi formula za prostu kubnu
parabolu
1 R

- m . ¥ = cx3 [ < —
y=mrme R, ¥ v e3y

gde je m parametar kubne parabole, [, apscisa krajnje
tacke prelazne krivine, R poluprecnik krivine, a x 1y
apscisa 1 ordinata proizvoljne tacke na prelaznoj krivini.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ELEMENTI KUBNE PARABOLE

R-l, = C = const.

HE =1,/3

Podrucje primene kubne parabole
jeod7; =0 dot, =24°0541".

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

PP — pocéetak prelazne krivine
KP=B — kraj prelazne krivine
R — poluprecénik kruznog luka
[, — apscisa tacke KP=B

y; —ordinata tacke KP=B

a — udaljenost PP od teorijskog

pocetka kruznog luka

f —pomak kruznog luka zbog

umetanja prelazne krivine

T; —ugao 1zmedu tangente u

tacki KP=B 1 glavne tangente

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA

InZenjerska geodezija 1
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ODREDIVANJE ELEMENATA KUBNE PARABOLE

3- [
= arctg( lyl),odnosno T; = arctg (Z_x)
X

a=ly—R-sin(r), f=y —R(1-cos(r))

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

Analiticka geometrija inZenjerskih objekata InZenjerska geodezija 1



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA

»Pravougle koordinate tacke i na proizvoljnoj udaljenosti
L; od pocetka parabole racunaju se na sledeci nacin:

(_R
I
-
N
L
N~
N
A
N\
N\
«
Y 4
&
m

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA PRELAZNA KRIVINA OBLIKA KUBNE PARABOLE

W Li=Lly=L

Tl =T =Ty
a > 2Tl
Dato: R, L, .

Nepoznato: I, y;, a, f,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDPIVANJE ELEMENATA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE OBLIKA KUBNE PARABOLE

0 T.. Hlementi kubne

kpk, parabole l,y;,a,f, 1
odreduju se pomocu

prethodno prikazanih
formula.

U narednom koraku
odreduju se sledeci elementi:

Tg=R+f) tg(3)+a

] R+f
f =180 —a,b = = — R,
COS(Z)
p=R.7z. 2220, o
- TTT80° '

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE

OBLIKA KUBNE PARABOLE

Dato: Y, ., X7, Yy ,Xr ,Yr ., X7 1glavnl elementi prelazne krivine.

Nepoznato: Yppk, Xppky» Yipi, Xkpiy Yekk Xpkks -0 Ykpky XkpKy Yo, Xo-
Yppg, =Y, +Tg - sin (VT: 1), Xppk, = X1, + Tg * cos (VT: 1)
Yep, =Yr, +Tg - sin( T"“) ) Xgpk, = X7, + Tg - cos (VT““)

Ysk =Yr +b-sin (v;:‘l + ﬂ/Z), Xsk = Xr, + b - cos (VT:‘l + 3/2)
Yo=Y +(R+b)-sin (v;:z‘l +ﬁ/2),XO = Xr, + (R +b) - cos (v;’l‘"l + ﬁ/Z)
Yepk, = Ypgx = Y, + (Tg — L)) - sin (VT 1) + y; + sin (vT =90 )
Xkpi, = Xpgx = Xr, + (Tg — L) + cos (VT 1) + y,; - cos (VT =90 )
Yepk, = Yexx = Yr, + (Tg — L) - sin (VT *1) + y, - sin (v$2+ + 900)
)

n Th °
Xppk, = Xgxx = Xr, + (Tg — 1) - cos( 1)+ y; - cos (anH + 90 )

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE

OBLIKA KUBNE PARABOLE

Dato: Yy, Xy _,Yr ,X¢ , Yy, X7 ., glavnl elementi 1 koordinate
glavnih tacaka simetri¢ne prelazne krivine oblika kubne parabole.

Nepoznato: Y;, X5, Y5, X5, ..., Y, X,

Pravougle koordinate, odnosno apscise x; 1 ordinate y;, detaljnih
tacaka odreduju se na osnovu prethodno prikazanih formula.

Yi = Yppg, + x; - sin (v;:_l) + y; - Sin (v;::_l — 900)

Xi = Xppg, + x; - cos (V;E_l) + y; - coS (v;:_l — 900)

Tni PPK,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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PROJEKTOVANI NAGIB i NIVELETA

* Projektovani nagib definiSe nepromenljivi pravac uspona i pada projektovane
trase.

* Projektovani nagib definisan je visinama krajnjih tacaka i medusobnim
horizontalnim rastojanjem.

Hs

Ha

/

Niveleta — uzudZna linija koja definiSe trasu (puta, pruge, cevovoda itd.) u
visinskom smislu

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Profili i Vertikalna krivina :
Predavanje
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PROJEKTOVANI NAGIB (PAD)

Projektovani nagib (pad) izraZen u procentima obi¢no se koristi da oznacavanje
,,blagih“padova, koji su karakteristi¢ni za poduzne trase objekata (puteva,

zeleznica, cevovoda itd.).

Poduzni nagib (pad) predstavlja tangens ugla koji zahvataju pravac nagiba u
odnosu na horizontalnu ravan.
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PROJEKTOVANI PAD (NAGIB)

Postoji konvencija oznacavanja smera projektovanog pada (nagiba) :
* Negativnim nagibom (—i%) oznacava se pad projektovanog pravca i pravcu rasta stacionaze

* Pozitivnim nagibom (+i%) oznacava se uspod projektovanog pravca i pravcu rasta
stacionaze;

—

Nije retko da se uz vrednost projektovanog nagiba dodaje strelica iznad vrednosti nagiba (i%).
» Strelica oznacava smer pada terena pod odredenim nagibom (pravac toka vode).
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RACUNANJE VISINA TACAKA NA PROJEKTOVANOM NAGIBU

* Projektovani pad (Nagib) definiSe se visinama dve tac¢ke i horizontalnim
rastojanjem izmedu tacaka.

AH=H,—H,

He
9= 100%

%0

'T100% ' D

di hf
b Hi=HA+Ahi=HA+%-di
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. 1% d AHd

H. - kota tacke na liniji projektovanog nagiba na proizvoljnom rastojanju
H ,, H kota pocetne, odnosno krajnje tacke linije projektovanog nagiba
D - horizontalno rastojanje izmedu krajnjih tacaka linije projektovanog nagiba
d. - horizontalno rastojanje izmedu tacke za koju se racuna kota i pocetne tacke linije projektovanog nagiba
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NIVELETA

NIVELETA je uzduZzna linija koja definiSe visinski tok trase objekta (puta, pruge, kanala, cevovoda itd.)

Slicno kao kod horizontalne trase, visinska trasa se sastoji od tangentnih pravaca koji su definisani
nagibima i vertikalnih krivina.

Teren

Tangenta 1

r\Tangenta 3

% Krivina b

k Krivina a

konveksna konkavna
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PROJEKTOVANJE NIVELETE

Prilikom projektovanja osovine saobracajnice u visinskom smislu
potrebno je uzeti u obzir sledele:

* uskladivanje sa profilom tereng;

* izjednacenje zapremine iskopanog i nasutog materijala;

* obezbedenje adekvatne drenaze;

* postovanje dozvoljenih nagiba;

Obezbedenje ukrstanja sa drugim saobracajnicama. Vertikalne krivine

treba da:
* budu prilagodene tangencijalnim segmentima nivelete;
* budu dovoljne duzine kako bi obezbedile konformnu voznju;

* obezbede preglednost i bezbednost.
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TIPOVI VERTIKALNIH KRIVINA

* Vertikalna krivina kruznog oblika

* Vertikalna krivina oblika parabole
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PROJEKTOVANI PAD (NAGIB)
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SKRETNI UGAO VERTIKALNE KRIVINE

U projektovanju vertikalnih krivina nagibi se izrazavaju u procentima, pri ¢emu se negativan znak
koristi za pad (nizbrdicu), a pozitivan znak za uspon (uzbrdicu).

Na primer:
*Padod1:20=5:100=-5%=-i1%
*Usponod1:25=4:100=+4% = +i2%

Ugao skretanja dveju ukrstajucih gradijenata naziva se ugao nagiba. Ugao nagiba predstavlja

jednostavno promenu nagiba kroz koju se vertikalna krivina savija i jednak je algebarskoj razlici dva
nagiba:

A% = (—=5% — 4%) = —9%
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TIPOVI VERTIKALNIH KRIVINA

+n%

+m%

A=(+m) - (+n)
Hence A is positive

(a)

-m%

Q
-n%
A=(-m)-(-n)
Hence A is negative

(©

+n%

+m% Q

A= (+m) - (+n)
Hence A is negative

(e
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Hence A is positive

(b)

A=(+m)—-(-n)
P
-m%
Q
A=(-m)-(+n)

Hence A is negative

(d)

A= (-m) - (-n)
Hence A is positive
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VERTIKALNA KRIVINA OBLIKA PARABOLE

Pozeljni maksimalni nagibi za dizajn vertikalnih krivina kod puteva je do
% __Horizontal D 4%,
* poduzni nagibi manji od 0,8% deluju kao da su ravni i prakticno su
neprimetni

* poduzni nagibi od 1% do 3% su prepoznatljivi i primetni
poduzni nagibi od 4% do 8% su vizuelno veoma strmi

Zbog blagog nagiba, uvode se sledece aproksimacije vertikalne krivine

koje pojednostavljuju proracun bez znacajnih odstupanja:

* Udaljenost T1-D =T1 —B-T2 =T1-C-T2 = (T1-1 + I-T2). Ovo je vrlo
vazno jer znaci da se sve udaljenosti mogu smatrati horizontalnim,
kako u proracunu, tako i pri trasiranju vertikalnih krivina.

* Krivina je iste duZine sa obe strane tacke I.

T1-C=C-T2=T1-1=1-T2=L/2.

* BC=Cl=Y (srednje odstojnje).

* |z sliénih trouglova T1-B-1i T1-T2-J, ako je B-lI = 2Y, tada je T2-J = 4Y.
4Y predstavlja vertikalno odstupanje izmedu dva nagiba na polovini
duzine krivine (L/2) i, prema tome, jednako je AL/200.

* Osnovna jednacina za jednostavnu parabolu je:

y=C-£2
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OPSTI OBLIK VERTIKALNE KRIVINE OBLIKA PARABOLE

Yp=a + bXp + cX?

/ Point of tangency

a < Parabola
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OPSTI OBLIK KRIVINE OBLIKA PARABOLE
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RACUNANLJE VISINA PROIZVOLJNIH TACAKA NA KRIVINI
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PRIMER RACUNANJA VISINA TACAKA NA KRIVINI

Dati su nagibi tangenti vertikalne krivine i1=-3,629% i i2= 0,151%, Stacionaza temena je 5 + 265,00 m, a visina
350,520 m. Duzina vertikalne krivine oblika parabole je 240m. Potrebno je izracunati visine tacaka na svakih

40m.
Hpvk 354.875
VPI Station = 5 + 265 i1 -3.629
—L/2 = 120 i2 0.151
BVC Station = 5 + 145 - 0.000158
L= 240 Stacionaza
EVC Station = 5 + 385
KVK 5 + 385
Elevgyc = 350.520 + 3.629(120/100) = 354.875 : + 360
5 + 320
5 + 280
5 + 240
5 + 200
5 + 160
PVK 5 + 145
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Xi
240
215
175
135

95

55
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VERTIKALNE KRIVINE

i1-xi

-8.710
-7.802
-6.351
-4.899
-3.448
-1.996
-0.544

0.000

r/2 - xi2
4.536
3.640
2.412
1.435
0.711
0.238
0.018
0.000

Hi
350.701
350.713
350.936
351.411
352.138
353.117
354.348
354.875

Al

-0.223
-0.475
-0.727
-0.979
-1.231

A2

0.252
0.252
0.252
0.252
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RACUNANJE SREDINE VERTIKALNE KRIVINE

.
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RACUNANLJE VISINA NA OSNOVU PROPORCIJA

Vertikalna udaljenja od tangente do parabole su proporcionalna kvadratima udaljenosti od pocetka
Krivine.

% ] Horizontal ———p
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RACUNANLJE VISINA NA OSNOVU PROPORCIJA

Izracunavanje vertikalnog udaljenja u sredini krivine, a
zatim izraCunavanije vertikalnog udaljenja na bilo kojoj
Ve drugoj udaljenosti X od pocekta krivine moguce je

dobiti prema proporciji koristedi sledecu formulu:
I
VK i3 TT':_.XZZYT YTZ_ d 2
z d 2 Xy (L/ 2)
] T fr.-"'E,J*X', S i2 5 )
s Y X X
d VK T — T T
SVK P Y = d .
- J ¢ d (L/2) = " [L/Z]
X
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RACUNANJE SREDINE VERTIKALNE KRIVINE
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RACUNANJE NAJVISE | NAJNIZE TACKE KRIVINE

Da bi se ispitali uslovi odvodnjavanja, eventualna rastojanja ispod nadzemnih konstrukcija, pokrivenost
podzemnih instalacija ili vidljivost duz vertikalne krivine, moze biti neophodno odrediti visinu i lokaciju
najvise ili najnize tacke vertikalne krivine. Na tim tackama tangenta krivine e biti horizontalna, a njen
nagib e biti jednak nuli. Na osnovu ove dinjenice, izjednadavanjem izvoda funkcije krive sa nulom, dobija

se:

i L

X —
ma)%nin

I1"2

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. R @ meedee 1

Profili i Vertikalna krivina :
Predavanje



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

DIZAJN VERTIKALNE KRIVINE UZ USLOV FIKSNE VISINE NA ODREDENOJ TACKI

He =Hpy =Xy P
H. =H_,—AH(5m) —
CC'=H.-H,
HC"';C :HKVK ZHKVK' [
L
(Xc)
KVK'
N _('2_i1)(XC)2
2.(He —Hc)
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Hvala na paznji!

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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